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1.1.

(a) (a)  Sia  Sia  un generatore del gruppo ciclico  un generatore del gruppo ciclico  Dal confronto tra le orbite di   Dal confronto tra le orbite di    𝛼𝛼 == 𝜎𝜎 == 𝜏𝜏ss tt ⟨⟨𝜎𝜎⟩⟩∩∩ ⟨⟨𝜏𝜏⟩⟩.. 99

sotto l'azione delle potenze di sotto l'azione delle potenze di  e di  e di  si deduce che  si deduce che  e  e .   Quindi .   Quindi , per , per 𝜎𝜎 𝜏𝜏 44||ss 44||tt ss == 4h4h,,  t t == 4k4k
opportuni interi opportuni interi  e il sottogruppo cercato è  e il sottogruppo cercato è  dove  dove hh,, kk ⟨⟨𝜎𝜎 ⟩⟩∩∩ ⟨⟨𝜏𝜏 ⟩⟩,,44 44

  
𝜎𝜎 == 1313,, 1414,, 151544 (( ))

𝜏𝜏 == 1313,, 1515,, 1414 1616,, 1818 2020,, 2222 2121,, 2323 1717,, 1919 ..44 (( ))(( ))(( ))(( ))(( ))
  
Ma, allora, poiché Ma, allora, poiché  deve lasciare fisso  deve lasciare fisso , si ha che , si ha che , ove, ove𝜏𝜏tt 1616 22||kk
  
𝜏𝜏 == 1313,, 1414,, 1515 == 𝜎𝜎 ..88 (( )) 44

  
Il sottogruppo cercato è allora  Il sottogruppo cercato è allora   di ordine  di ordine ..⟨⟨𝜎𝜎 ⟩⟩∩∩ ⟨⟨𝜏𝜏 ⟩⟩ == ⟨⟨𝜎𝜎 ⟩⟩ == ⟨⟨𝜏𝜏 ⟩⟩,,44 88 44 88 33
  
(b) (b)  Con  Con  commutano le permutazioni  commutano le permutazioni , che è un suo ciclo, e , che è un suo ciclo, e 𝜎𝜎 𝛼𝛼 == 1616,, 1717,, 1818,, 1919(( ))

, in quanto , in quanto  è prodotto di due  è prodotto di due 𝛽𝛽 == 1616,, 2020,, 1717,, 2121,, 1818,, 2222,, 1919,, 2323(( )) 𝛽𝛽 == 1616,, 1717,, 1818,, 1919 2020,, 2121,, 2222,, 232322 (( ))(( ))

suoi cicli. Ora, suoi cicli. Ora, , mentre , mentre . Ciò prova che . Ciò prova che dunque dunque  non è  non è 𝛼𝛽𝛼𝛽 1616 == 2020(( )) 𝛽𝛼𝛽𝛼 1616 == 2121(( )) 𝛼𝛽𝛼𝛽 ≠≠ 𝛽𝛼𝛽𝛼,, CC 𝜎𝜎(( ))
abeliano. abeliano. 

  
(c) (c) A A  appartiene  appartiene , che è un ciclo di , che è un ciclo di Ma Ma , mentre , mentre . . CC 𝜎𝜎(( )) 𝛾𝛾 == 99,, 1111,, 1010,, 1212(( )) 𝜎𝜎.. 𝜏𝛾𝜏𝛾 99 == 1010(( )) 𝛾𝜏𝛾𝜏 99 == 99(( ))

Pertanto, Pertanto, . Allo stesso modo si vede che . Allo stesso modo si vede che . Quindi . Quindi 𝛾𝛾 ∈∈ CC 𝜎𝜎 ⧵⧵CC 𝜏𝜏(( )) (( )) 𝛿𝛿 == 99,, 1212,, 1111,, 1010 ∈∈ CC 𝜏𝜏 ⧵⧵CC 𝜎𝜎(( )) (( )) (( ))
la risposta al quesito è negativa. la risposta al quesito è negativa. 

  
  
2.2.

(a) (a)  Un sottogruppo di  Un sottogruppo di  avente ordine  avente ordine  è  è . Cerchiamo dunque un . Cerchiamo dunque un ZZ ×× ZZ1515 2727 8181 HH == ⟨⟨ 55 ⟩⟩ ×× ZZ[[ ]]1515 2727

omomorfismo di anelli omomorfismo di anelli  tale che, per ogni  tale che, per ogni 𝜑𝜑 ::   ZZ ×× ZZ ZZ ×× ZZ1515 2727 →→ 1010 5454

per un opportuno intero per un opportuno intero Questo dovrà essere tale da Questo dovrà essere tale da aa,, bb ∈∈ ZZ,, 𝜑𝜑 aa ,, bb == 𝜆a𝜆a ,, 00(([[ ]]1515 [[ ]]2727)) (([[ ]]1010 [[ ]]5454)) 𝜆𝜆..   

rendere l'applicazione ben definita, e ciò avviene se e solo se rendere l'applicazione ben definita, e ciò avviene se e solo se per qualche intero per qualche intero In tal In tal 𝜆𝜆 == 2𝜇2𝜇,, 𝜇𝜇..

caso caso  è un omomorfismo di gruppi ben definito. Conserverà anche il prodotto se e solo se  è un omomorfismo di gruppi ben definito. Conserverà anche il prodotto se e solo se 𝜑𝜑

 ossia se e solo se  ossia se e solo se . Se . Se , si ottiene, però, l'omomorfismo nullo. , si ottiene, però, l'omomorfismo nullo. 1010||4𝜇4𝜇 -- 2𝜇2𝜇,,22 55||𝜇𝜇 2𝜇2𝜇 -- 11(( )) 55||𝜇𝜇
Scartando questo caso, si deve dunque imporre che Scartando questo caso, si deve dunque imporre che  il che si verifica per  il che si verifica per . . 55||2𝜇2𝜇 -- 11,, 𝜇𝜇 == 33

L'omomorfismo di anelli risultante è definito da L'omomorfismo di anelli risultante è definito da Si può Si può 𝜑𝜑 aa ,, bb == 6a6a ,, 00 ..(([[ ]]1515 [[ ]]2727)) (([[ ]]1010 [[ ]]5454))

immediatamente constatare che il suo nucleo è il sottogruppo immediatamente constatare che il suo nucleo è il sottogruppo HH..   
  
(b)  (b)  Il gruppo di partenza del monomorfismo,  Il gruppo di partenza del monomorfismo,  , è ciclico, in quanto , è ciclico, in quanto  e  e  sono coprimi.  sono coprimi. ZZ ×× ZZ1616 2525 1616 2525

L'immagine sarà dunque un gruppo ciclico dello stesso ordine, L'immagine sarà dunque un gruppo ciclico dello stesso ordine, . Tuttavia, il gruppo di . Tuttavia, il gruppo di 1616 ⋅⋅ 2525 == 400400

arrivo arrivo  non ha un sottogruppo ciclico di quell'ordine, in quanto il massimo periodo dei  non ha un sottogruppo ciclico di quell'ordine, in quanto il massimo periodo dei ZZ ×× ZZ3030 4040

suoi elementi è suoi elementi è  Ne consegue che la risposta al quesito è negativa.  Ne consegue che la risposta al quesito è negativa. mcmmcm 3030,, 4040 == 120.120.(( ))
  
  
3.3.

(a) (a) Si ha Si ha . . gg xx == xx xx ++ xx --(( )) (( 11⏨⏨))(( 11⏨⏨))

Sia Sia  Allora  Allora  divide  divide  se e solo se  se e solo se e in tal caso e in tal caso , così che, per i , così che, per i 𝛼𝛼 ∈∈ ZZ ..pp xx -- 𝛼𝛼 ff xx(( )) ff 𝛼𝛼 == ,,(( )) 00⏨⏨ 𝛼𝛼 ≠≠ 00⏨⏨
Teoremi di Eulero e di Fermat, Teoremi di Eulero e di Fermat, 

  

ff 𝛼𝛼 == 𝛼𝛼 ++ 𝛼𝛼 ++ 𝛼𝛼 ++ == 𝛼𝛼 ++ ..   (( )) pp22 p-1p-1 11⏨⏨ 22⏨⏨(( 11⏨⏨))



  

Se Se , si ha quindi , si ha quindi  se e solo se  se e solo se . In tal caso . In tal caso  è l'unico fattore lineare di  è l'unico fattore lineare di pp ≠≠ 22 ff 𝛼𝛼 ==(( )) 00⏨⏨ 𝛼𝛼 == --11⏨⏨ xx ++ 11⏨⏨

.  Ne consegue che, per .  Ne consegue che, per , ,  Sia allora  Sia allora . In questo caso . In questo caso ff xx(( )) pp ≠≠ 22 MCDMCD ff xx ,, gg xx == xx ++ ..(( (( )) (( )))) 11⏨⏨ pp == 22

, e, d'altra parte, , e, d'altra parte, , così che si ha , così che si ha ff xx == xx ++ xx ++ xx ++ == xx ++ == xx ++(( )) 44 11⏨⏨ 44 11⏨⏨ (( 11⏨⏨))44 gg xx == xx xx ++(( )) (( 11⏨⏨))22

. . MCDMCD ff xx ,, gg xx == xx ++   == xx ++(( (( )) (( )))) (( 11⏨⏨))22 22 11⏨⏨
  
(b) (b)  Si ha Si ha

ff xx == xx ++ xx -- xx ++ xx ++ xx ++ == xx ++ xx -- xx ++ xx ++ xx ++ xx ++ xx ++ ==(( )) pp pp pp p-1p-1 11⏨⏨ pp pp pp p-1p-1 11⏨⏨

hh xx -- hh xx ++ xx ++ xx ++   == hh xx -- hh xx ++ xx ++ xx ++(( ))pp (( )) p-1p-1 22⏨⏨ 11⏨⏨ (( ))p-1p-1 11⏨⏨ (( )) p-1p-1 22⏨⏨ 11⏨⏨
  
ove ove  Se ne deduce che il quoziente ed il resto cercati sono, rispettivamente,  Se ne deduce che il quoziente ed il resto cercati sono, rispettivamente, pp -- 11 << pp == deg deg hh xx ..(( ))

 e  e . . qq xx ==(( )) hh xx --(( ))p-1p-1 11⏨⏨ rr xx == xx ++ xx ++(( )) p-1p-1 22⏨⏨ 11⏨⏨


